Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


PHẢN MỞ ĐẦU 

Bài toán tìm giới hạn của một dãy cho bởi hệ thức truy hồi là một dạng 
bài toán khó, đòi hỏi nhiều kĩ thuật. Bài toán này thuờng xuất hiện trong các 
đề thi học sinh giỏi cấp tỉnh, đề thi Olympic 30 tháng 4, đề thi quốc gia và 
quốc tế. Trong quá trình giảng dạy chuơng trình toán lớp 11 nâng cao và bồi 
duỡng học sinh giòi, tôi đã tìm tòi đúc kết và rút ra đuợc một số kĩ thuật tìm 
giới hạn của các bài toán dạng này. 

Hiện nay, các tài liệu chuyên sâu về chuyên đề giới hạn của dãy số cũng 
còn rất hạn chế; với mong muốn nâng cao chất luợng giảng dạy bồi duỡng 
học sinh giỏi các cấp, cung cấp cho các em học sinh, đặc biệt là các em học 
sinh giỏi toán và yêu thích toán có thêm một tài liệu tham khảo về giới hạn 
của dãy số, và những kĩ thuật để tính giới hạn của các dãy cho bởi hệ thức 
truy hồi, tôi nghiên cứu và viết đề tài: “Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy 
cho bởi hệ thức truy hồr. 


Xin chân thành cảm ơn! 


Quảng Ngãi tháng 05 năm 2011 
Nguời thực hiện đề tài 


Huỳnh Đoàn Thuần 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


PHẦN NỘI DUNG 


Trong sách giáo khoa ĐS và GT 11 nâng cao (NXBGD 2007 do Đoàn 
Quỳnh chủ biên) ừang 135, bài tập 7 nguyên văn nhu sau: 

1 ^ = 10 


“Cho dãy số (u n ) xác định nhu sau: 


M „+1 =ịu n +3yn>ỉ 


a) Chứng minh rằng(CMR) dãy số (v n ) xác định bởi v n —u n — --Ị- là một cấp 

số nhân 

b) Tính limu n ” 


Qua phân tích và giải quyết bài toán trên, tôi nhận thấy: 

- Neu nhu đề bài không cho câu a) mà chỉ yêu cầu tìm limu n thì bài toán trở 
nên rất khó và lạ đối với học sinh. Đây là bài toán tìm giới hạn của một dãy 
cho bởi hệ thức truy hồi 

- Việc đề bài yêu câu thêm câu a) là để có thể xác định công thức tổng quát 
(CTTQ) của dãy (u n ) nhờ vào việc tìm CTTQ của một cấp số nhân, từ đó áp 
dụng các định lí về giới hạn để tính limu n 

- Khai thác bài toán ừên, tôi xây dụng thành một kĩ thuật để tính giới hạn của 
dãy ừuy hồi đó là: “ Kĩ thuật tính giói hạn của dãy truy hồi bằng cách xác 
định CTTQ của dãy”. 

Ngoài ra, trong quá trình tìm tòi, nghiên cứu, giảng dạy và bồi duỡng học 
sinh giỏi, tôi đã tổng hợp và đúc kết thành một số kĩ thuật để tính giới hạn của 
dãy cho bởi hệ thức truy hồi. Trong khuôn khổ của đề tài này, tôi sẽ trình 3 kĩ 
thuật cơ bản để tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi sau đây: 

Kĩ thuât 1 : Tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi bằng cách xác 
định CTTQ của dãy. 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Kĩ thuât 2 : Tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi bằng cách sử 
dụng phương pháp đánh giá và nguyên lí kẹp. 

Kĩ thuât 3 : Tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi bằng cách sử 
dụng tính đơn điệu và bị chặn của dãy. 

I/ Kĩ thuật 1: Tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi bằng 
cách xác định CTTQ của dãy. 

Phương pháp xác định CTTQ của một dãy số cho bởi hệ thức truy hồi 
khá phong phú và đa dạng, ừong phạm vi bài viết này tôi chỉ ừình bày kĩ 
thuật tìm CTTQ của dãy chủ yếu sử dụng phương pháp đổi biến để đưa dãy 
đã cho về cấp số cộng(CSC) hoặc cấp số nhân(CSN) hoặc tổng hiệu của các 
cấp số cộng, và cấp số nhân. Quay lại bài tập 7 trang 135 sách giáo khoa ĐS 
và GT 11 NC 

\= 10 

Ví du 1 : “Cho dãy số (u n ) xác định như sau: ] 

M „ + 1 = -W„+3,V«>1 

a) CMR dãy số (v n ) xác định bởi V n =u n -^Ỵ là một cấp số nhân 

b) Tính limUn” 


Giải: 

a) Ta có (v n ) là CSN <=> v„ +1 = q.v n (= const),q ^ 0 ,\/n>\. Thật vậy, ta có 
V „+1 = u n + 1 - Ỵ = + 3 - Ỵ = (K + Ỵ; ) - Ị = ị v„ • Nên (v n ) là một CSN có 

KA . 1 25 ^ ! _ 25 (1 Ỵ _1 _ 1 

công bội q = — và Vi = —. Do đó v„ =v ì .q =—. - =—. 

5 4 " 4 {5) 4 



15 1 \ 


b) Từ câu a) suy ra w = V, + — = —. - + — . Do đó li ma, = —. 

' ' J n n A A r A n A 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Nhân xét: 


1 / Vì sao lại nghĩ ra được phép đổi biến v n =u n -^ để dãy (v n ) là một CSN? 
Ta thấy u n+l = ^+ 3, ta cần tìm số b sao cho u n+l -b = ^(u n -b) 


1, , 1 , 1 , , . 15 

■ u n + i :=b -ị b + ị u n=ị u n + 3=> b = 1 ị 


Do vậy, nếu đặt V n =u n -^Ỵ thì V H+1 = , v« > 1 nên (v n ) là một CSN 

2/Ngoàira, có thể đặt v n = 5".w„,Vh> 1, khi đó ta có V n+Ị -v n = 3.5" +1 ,v« > 1. 


15 


V. 15 5" -1 35 1 


Suy ra V = ^-(5 -1) + 35 => u„ = — +TT = 4 

" 4 5 4 5 5 4 


15 

+ — 

4 


Ví dụ 2 : (Bai 4.37 trang 139 sách bài tập ĐS và GT11 NC NXBGD 2007) 

, , . [u x = 3 

Cho dãy sô (u n ) xác định bởi <! 

2ư , = u + l,Vw> 1 

1^ n +1 « 5 

Đặt s n = Ui + U2 +. .. +u n , n > 1 . 

a) CMR dãy số (Vn) với v n = u n - 1 , n > 1 là một CSN lùi vô hạn 

b) Tính limSn 
Giải: 


a) Ta có v„ +1 = u n+ỉ -1 = ịu n +ị-ỉ =^(u n -1) = ịv n ,\/n > 1 


Suy ra dãy số (v n ) là một CSN lùi vô hạn với công bội q = . Nênv H 


, l') 

b) Từ câu a) suy ra u n = v n +1 = I — 

2 / 


Ỉ1-2 


+ l,Vw>l 


Suyra S n =ị j u k =ị j (ị) k ~ 2 + n = 4 +n. 

k=l k =1 2. \ZJ 


Vậy limS n =lim 


4+n-l 


= +00 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Nhân xét: Có thể tìm CTTQ của dãy (u n ) bằng phép đổi biến v n = 2 n .u n ,Vn > 1 


Ta có v„, = + ụ = v„ + 2", v„ > 1 => v„, - v„ = 2”, V* > 1 

Do đó v„ = v„ - v„_! + V B _! - v„_ 2 +.... + v 2 - v t + = 2"- 1 + 2"- 2 +... + 2 + 6 

/1 Y “ 2 

Hay v„ = 2(2 n_1 -l) + 6 = 2"+4=>w„=l+ ^ 

v2y 


Ví du 3 : (Bài 4.73 trang 148 sách bài tập ĐS và GT11NC, NXBGD 2007) 
Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u l =\ 


u ” +i= ^r~A ,Vn - 1 

u.. + 6 


a) CMR u n * -4,\/n > 1 


b) CMR dãy (v n ) với v n = — + 1 là một CSN. Tính limUn 

«n+ 4 

Giải : 

a) Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp u n * -4, \/n > 1 . 

Khi n = 1 ta có u l = 1 * -4 

Giả sử u k ±-4,\/k>\,Xã. chứng minh u k+ỉ * -4 . Thật vậy, giả sử ngược lại 


u k+ì = -4, khi đó 


c u k -4 


u k + 6 


= -4 => u k - 4 = -4u k - 24 => u k = -4, trái với giả 


thiết quy nạp. Vậy u n -4 ,v« > 1 

b) Từ câu a) suy ra v n luôn xác định với mọi Vn > 1 

u„ - 4 


+ 1 


Ta có v„ +1 = 


u. +1 u +6 2(u + 1 ) 2 

n +1 _ n _ _ x n ' 


n +1 


—- = —— 7 - = -7— 2 — 77 = —v m ,Vh. Vậy (v n ) là 1 CSN lùi 

+ 4 <Vrí + 4 5(«„+4) 5”' 


u„ + 6 


vô hạn với công bội q = 77 . Suy ra v n = J 


GI ': Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


4. 


Nên = 


2Y 


■1 


4. 


2Y 


. Do đó lim«„ = lim 


2Y 


2Y 


= -l 


Ví du 4 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


Mj = 1 


M . = tt + 

« + l « 


1 


n(n +1) 


,v« > 1 


Tính limu n 
Giải: 

.., 1 11 . 

ra có u„ +l -u„ = —— = 7- — => u„ = u „ - u n-\ + u „-x - u „-ĩ + + u 1 -n ì +n ì 

n(n+ 1 ) n n +1 

1 1.1 1 . 1 1 , „ 1 

u —-1--1-.H-— + 1 — 2- 

n — \ n n — 2 n- 1 12 n 


Do đó lirau n = lim (2 - -) = 2 

n 


Ví dụ 5 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u x =l 


u n + 1 - u n + I T 


1Y 


. Tính limu„ 


,v« > 1 


Giải: Ta có 


+ — Uị + Uị 


=^> u 


n 


Do đó limu n = lim 



+ 



Như vậy, nếu xác định được CTTQ của dãy số thì bài toán trở nên quen 
thuộc và ta có thể tính được giới hạn của dãy đó một cách dỗ dàng dựa vào 
các định lí về giới hạn đã được học trong chương trình của sách giáo khoa. 
Sau đây là một số bài tập tương tự 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
* Bài tập tham khảo: 


1/ Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u x - -5 




.Tính limUn 


ĐS: limSn = -18 


, , Íw 1 = 3 

2/ Cho dãy sô (u n ) xác định bởi 1 


M n+ 1= 4M »- I . v »^ 1 


.Tính lim—r- 


ĐS: lim^ = ! 

2 2 " 3 


3/ Cho dãy số (u n ) xác định bởi u n = -^2 + 1/2 + .... + V 2 .Tính lim — 

'--V-' 2" 

ndaucan 

(Đe thi HSG cấp tỉnh tỉnh Quảng Ngãi năm 2001 - 2002) 

HD: Tìm được CTTQ của dãy (u n ) là u n = 2cosvà lim = — 

4/ Cho dãy số (u n ) xác định bởi u n = 2".\j2- \l2+ .... + ^2 .Tính limUn 

_ _ J 

V 

ndaucan 


HD: Từ bài 3 suy ra u n = 2 W .^ 2 -C 0 S^ = 2 w+1 .sin-^ T . Do đó limun = 


/r 


G V: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 

II/ Kĩ thuật 2: Tính giới hạn của dãy cho bửi hệ thức truy hồi 
bằng cách sử dụng nguyên lý kẹp 

*Co’ sở lí thuyết : 

Cho 3 dãy số (u n ), (v n ), (w n ) thõa mãn các điều kiện v„ < u n < w n , V/7 và 
limv„=lmw n =a, khi đó limUn = a. (Nguyên lí kẹp) 

Kết hợp với việc sử dụng các bất đẳng thức để đánh giá và sử dụng nguyên lí 
kẹp, ta có thể tính được giới hạn của một số dãy số cho bởi hệ thức truy hồi. 
Sau đây là một số ví dụ 

Ví du 1 : (Bài 4.4 sách bài tập ĐS và GT11 NC, trang 133 NXBGD2007) 

1 

, Uỉ 4 

Cho dãy sô (u n ) xác định bởi < 

a) CMR: 0 <11 <-,Vw 

7 " 4 

b) CMR: Ujỉ±L < V/7. Tính limu n 

u n 4 

Giải : 

a) Bằng quy nạp dễ dàng chứng minh được 0 < M Vn. Ta CM u < -,Vw. Với 

' 4 

n = 1 thì Ui = ^ đúng. Giả sử u k < Vk > 1, ta chứng minh u k+í < ^ . Thật vậy, 

1 - 1 3 3 Ị 3 I I 3 31 

ta có u.. < — => li, 1 < — u, và — 11 ,. - .Do đó u.,^, < — u.. + — 11 ,. = — «.< — < — 

4 4 4 4 4 16 4 2 4 16 4 

Vậy 0<M <-,V» 

J " 4 

b) Từ câu a) suy ra — = w n + ^<ị + ^ = ^-,V« 

«„ 2 4 2 4 

n 

Do đó ta có 0 < ỉ/ =-^-.^= L .— .Mị .= ị.í^-ì ,V/7 

«„-2 «1 4 4 4 1 4 UJ 


GI ': Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 

1 (ĩT l 

Mà limV1 = 0, nên theo nguyên lí kẹp thì limu n = 0 

Nhân xét : Với ví dụ này, việc xác định CTTQ của dãy (u n ) như trong kĩ thuật 
1 đã trình bày gặp nhiều khó khăn, nhưng nếu sử dụng bất đẳng thức để đánh 
giá và nguyên lí kẹp thì bài toán được giải quyết rất đơn giản. 


Ví du 2: (Bài 4.5 sách bài tập ĐS và GT11 NC, trang 134 NXBGD2007) 


Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u, = — 
,. 1 2 


*C + i = -^T,Vn>l 


a) CMR: u „ >0 và ^<ị,Vn 

u n 2 

b) Tính limu n 
Giải : 

Nhân xét : Việc xác định CTTQ của dãy (u n ) rất khó khăn, nhưng từ hệ thức 

ừuy hồi ta thấy có thể đánh giá tỉ số dễ dàng. 

K 

a) Dễ dàng chứng minh bằng quy nạp được u n > 0, V/7 

, . , u , 1 1 

Từ hệ thức truy hôi ta có — = —-<^,V»>1 

u n n +1 2 

1-\ rpv _N. , „ ll„ u, u, 11 11 ( 1 Ỵ , , . , 

b) Từ câu a) ta có 0 < u n = — n-pì=L — .u x < 4.4 T .4= L \j n >\ 

11. u. li, 2 2 2 2 [2 ) 

n-ì n -2 1 v ' 

Mà limỊij = 0. Nên theo nguyên lí kẹp ta có limu n = 0 

Ví dụ 3: (Bài 4.11 sách bài tập ĐS và GT11 NC, trang 135 NXBGD2007) 

ịu- 10 

Cho dãy số (u n ) xác định bởi \ ,— . Tính limUn 


w„ + , =>„,Vn>l 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 


Trang 9 






Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Nhân xét . Việc xác định CTTQ của dãy (u n ) thật không đơn giản, nhưng 
ta thấy rằng Un >1, với mọi n (kiểm tra bằng quy nạp). Hơn nữa theo bất đẳng 

thức Cosi, ta có u n+l = ~Jũ~ n = Ậ.14„ < 1 + . 


1 + u.. 


Dấu “=” không xảy ra vì u n >l,V/7, do đó u n+l < — -r^yn 


-l<^Y^,Vn (*) 

Áp dụng (*) liên tiếp nhiều lần ta có 

u.. , — 1 u.. , — 1 u, — 1 9 

0 <u n -1 < — <- ữ ~h —<••••< =~r»Vw> 1, 

" 2 2 2 2" _1 2" _1 


Hay \<u n <1 + ^ T ,V«>1 


Mà lim( 1 + ) = 1 nên theo nguyên lí kẹp ta có limu n = 1 


Ví du 4: (Bài 4.74 ừang 148 sách ĐS và GT 11 NC NXBGD 2007) 


Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


W ,, = 

n +1 


^ +1 

yl u n 2 +1 


-l,Vw>l 


. (với - 1 < a < 0) 


a) CMR 0<U B+1 + 1< ■ (u H +l),Vn>l 


\Ja 2 +1 


b) Tính limu n 
Giải: 


Nhận xét rằng - 1 < u n < 0, với mọi n (kiểm tra bằng chứng minh quy 
nap). Từ đó suy ra 0 < u n + 1 < 1 và ■yỊĩĩỵ+ĩ > 1 

tí + 1 

Suy ra u n+l = , ” -1 < (u n +1) -1 = u n , Vw > 1, nên Dãy (w B ) là dãy giảm 

A 2 + l 

Do đó -1 < < W B _ 1 < ....< = a < 0,v« > 1 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


u 2 >a 2 => Ju 2 + 1 > \ja 2 + 1 => , < , 

v TTTi 17T\ 

u„ +1 _ 1 

” < 

tỊũ„ +1 Vữ +1 


Nên 0 < u n+l +1 = , = £ 


0 < +1 < / = +1) < 


*(u„ +l),Vn>l 


ự 


a 2 +1 


1 


1 


a +1 


( M K-2 + !) 


í 


\n -1 


< ....< 


\la 2 +1 


(Mj + 1),Vw>1 


Hay -ì<u n < 


Vì 0< 


\la 2 +1 


V7TĨ 


< 1 => lim 


.(a +1) — 1, Vw > 1 


, M-l 


(a + 1) 


Va 2 +1 


-1 


= -l. 


Do đó theo nguyên lí kẹp ta được limu n = -1 


* Bài tập tham khảo 
Bài 1 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u x = 1 


K + i = JK + ^’ Vnầl 


a) CMR u n+l -u n <Ậ^,Vn> 1 

b) Tính limw n 

(Đe thi HSG ìớp 11 cấp tỉnh tình Hà Tĩnh năm học 2009 - 2010) 


, \u n >0 

Bài 2 : Cho dãy sô (u n ) xác định bởi < 

a) CMR u n <-,\/n> 1 

n 

b) Tính limw 

(Đe thi HSG cấp tình lớp 12 tỉnh Quảng Ngãi năm học 2007 - 2008) 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


Bài 3 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 



U k + 1 =u k + -u k 2 ,\/k = 0,n-l 


a) CMR 1--<M <1 

b) Tính lim u n 

(Đe thi HSG cấp tỉnh lớp 12 tinh Quảng Ngãi năm học 2006 - 2007) 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


III/ Kĩ thuật 3: Tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi bằng 
cách sử dụng tính đơn điệu và bị chặn 

* Co' sở lí thuyết : 

- Trong sách giáo khoa Đại số và Giải tích 11 nâng cao, trang 154 có nêu 
định lí 4 như sau: 

“ a) Dãy số tăng và bị chặn ừên thì có giới hạn hữu hạn 
b) Dãy số giảm và bị chặn dưới thì có giới hạn hữu hạn” 

- Neu dãy số (u n ) thõa mãn điều kiện u n < M ,Vw và tồn tại giới hạn 
lim u n thì lim u n < M ; nếu dãy số (u n ) thõamãn điều kiện u n > m,\/n và tồn 
tại giới hạn lim u n thì lim u n > m 

- Giả sử dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn thì lim u n = lim u n+x 


Áp dụng các tính chất ừên, ta có thể tính được giới hạn của các dãy cho 
bởi hệ thức truy hồi. Dạng bài tập này khá phổ biến trong các đề thi HSG cấp 
tỉnh, các đề thi Olympic 30/4, các đề thi HSG cấp Quốc gia và Quốc tế. 
Phương pháp này tỏ ra rất hiệu quả khi giải quyết các bài toán tìm giới hạn 
của dãy số cho bởi hệ thức truy hồi. Sau đây ta xét một số ví dụ minh họa. 


Ví du 1 : Cho dãy số (u n ) xác định bới 


Wj = yfĩ 

_ . Tính lim u n 

U n + l=V2 + ỈC,Vu>l 


Giải: 

Trước hết ta sẽ chứng minh dãy số ( u n ) tăng và bị chặn trên. 
Chứng minh dãy ( u n ) tăng bằng quy nạp, tức là u n+l >u n ,\/n > 1 

Khi n = 1 ta có u 2 = ^2 + Mj = ^2 + \Ỉ2 >\Ỉ2 =u x 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


Giả sử u k+l > u k , khi đó u k+2 = yỊ2 + u k+ỉ > «JĨ+Ũ k = u k+ì . Vậy u n+l >u n ,\/n > 1 

Nên ( u n ) bị chặn dưới bởi y/2. Ta sẽ chứng minh dãy ( u n ) bị chặn trên bởi 2 
bằng quy nạp, thật vậy 
Khi n = 1 ta có = V 2 < 2 

Giả sử u k < 2, VẢ: > 1, khi đó u k+l = sj2 + n k < V2 + 2 = 2. 

Vậy dãy số (u n ) bị chặn trên bởi 2. Do đó dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn, giả 
sử limu n = a, thì a > V2 . 

Từ hệ thức ừuy hồi, lấy giới hạn hai vế ta có limw„ +1 = lim ■ s j2 + u n 


Hay a = V 2 + a a 1 = a + 2 


a = -1 
a = 2 


Vì a > V 2 nên a = 2. Vậy lim u n = 2 


Nhân xét : Với ví dụ này, ta có thể tìm được CTTQ của dãy (u n ) là 

u n = 2cos^-j-,V«> 1, tuy nhiên việc xác định CTTQ của (u n ) không phải là 

đơn giản và mất nhiều thời gian. Với kĩ thuật tính giới hạn như bài giải trên, 
bài toán được giải quyết gọn nhẹ. 


[Uị =u 2 = 1 

Ví du 2: Cho dãv số (u .) xác đinh bới <! ,— ,- . Tínhlimw. 

\u n+ì =Jũ + Jũ~ ỉ ,Vn>2 

^ n +1 V « V n -1 ? 


Giải : 

Nhận xét: Ta thấy u x = u 2 = 1, u 3 = 1 +1 = 2 > u 2 ; u 4 = + ■^u 1 = yỈ2 +1 > M 3 . 

Dự đoán dãy số (u n ) là dãy dương và tăng. 

Ta chứng minh bằng quy nạp, tức là u n+ỉ > u n ,\/n > 2 
Rõ ràng u n > 0, V/7 > 1. Khi n = 2 ta có w 3 = 2 > u 2 = 1 

Gia sư u k+l > u k ,\/k > 2 . Ta co u k+2 — + -\Jn k _Ị — w í+ pVẨ: > 2 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 

Nên dãy (u n ) là dãy số dương tăng =$ u n >u l =\,\/n>\ 

Hơn nữa, ta thấy Mn >3 ,u„ = - N /W + yỊũ ~2 < ^ + -Ịũ n = 2^ũ n 
Hay u 2 < 4 u n =>u n < 4 (do u n > 0). Nên (u n ) bị chặn ừên bởi 4 
Do đó dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn. Giả sử limUn = a, khi đó a > 1 
Từ hệ thức truy hồi suy ra limw Ịt+1 = \ìmẶT i + limV»„ ! 

Hay a = Vã + \[ã => a 1 = 4a . Do a > 1 > 0 nên a = 4 
Vậy lim u n = 4 . 


\u x = 2010 

Ví du 3: Cho dãv sô iu 1 xác đinh bởi ị _ 

[w„ 2 -2u n .u n+l + 2011 = 0 , Vu > 1 

Chứng minh rằng dãy (u n ) có giới hạn và tính giới hạn đó. 

(Đe thi HSG cấp tỉnh khối 12 tỉnh Quảng Ngãi năm học 2010- 2011) 


Giải: 


Trước hết ta nhận xét rằng u n > 0, với mọi n, 

Thật vậy, ta có Ui = 2010 >0. Giả sử u k > 0 yk > 1, ta chứng minh u k+l > 0 


Từ hệ thức truy hồi suy ra 2 u k .u k+l =Uj 2 + 2011 > 0 =>u 


_ gk 


u, 2 + 2011 


*k+l 


2 u. 


>0 


... M 2 + 2011 1 . 2011 

Do đó ta có u n+x = - ữ ——-— = — (u n + —). Theo bât đăng thức Cosi, ta có 

2 «„ 2 " 


u n + l = ■ 


ĩ/. 2 + 2011 
2 M 


> . u_. 


2011 


= V2ÕĨĨ,Vu>l. 


L u^ u„ + 2011 1 2011 .1 1 


Mặt khác ta có = — 

u„ 2u,, 


= - + ■ 


<-+-=1 


2 2uý 2 2 


(vì u n > V2ÕTT, Vn > 1 : 


2011 < 2011 _ 1 


2 m „ 2 2.2011 2 

n 

Nên (u n ) là dãy số giảm và bị chặn dưới bởi V 20 II, do đó dãy (u n ) có giới 
hạn hữu hạn. Giả sử limu n = a, khi đó 0 < a < 2010 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


u 2 + 2011 . w„ 2 + 2011 . a + 2011 

Và ta có M , = - 2 —— : — => limw , = lim——— : — => a 

n+l r\ n+l 


a 


2 u„ 2u„ 

n n 

= 2011 => a = V2ÕĨI . Vậy limw„ = V 2 ÕTT 


2a 


Ví du 4 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u x = >/30 

M„ +1 = ^30u n 2 + 3u n + 2011, V/7 > 1 


Tính lim ^ 

U n 

ị Đe thi HSG cấp tỉnh khối 11 tỉnh Quảng Bình năm 2010 - 2011) 

Giải: 

Nhận xét rằng u n > 0, ( kiểm tra bằng chứng minh quy nạp) 

Hon nữa, ta có u n+x = ^30u n 2 + 3 u n + 2011 > \]ĩ0u n 2 > = u n ,\/n>l 

Nên dãy số (u n ) là dãy tăng. Giả sử dãy (u n ) bị chặn trên, khi đó (u n ) có giới 
hạn hữu hạn và ta đặt lim u n = a ( a > 0) 

Ta có limw H+1 = lim^30 u 2 +3 u n +2011 => a = V 30 a +3 a + 2011 

=> a 2 = 30ữ 2 +3a + 2011 => 29 a 2 + 3a + 2011 = 0. Phương trình này vô 
nghiệm nên dẫn đến mâu thuẫn. Vậy dãy (u n ) không bị chặn hay lim = +00 

w ^ 11 , u, Ỉ30u 2 + 3w +2011 1.3. 2011 

Mặt khác — = , --- —f -= /30 + —+ —y- 

u n ỵ u n ]Ị u n u n 

Do đó lỉm^T^ |30 + lỉm—+ lim ^^ = V3Õ 

V u n u n 


Ví du 5 :Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 


_ , .u, u, . 

Tính lim (— + — + .+ - IL -) 


u x = 1 


w , = _ ” - + ,V/7 > 1 

” +1 2010 " 


M. 


tt +1 


(Đe thi HSG cấp tỉnh khối 12 tỉnh Quảng Bình năm 2010 - 2011) 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Giải: 


Từ hệ thức truy hồi ta có u n+ị -u n = ^ — > 0 ,\/n > 1(*) => w n+1 > u n ,\/n > 1, 

do đó dãy (u n ) là dãy số tăng =^> u n > u x =1 > 0, v« > 1 

Từ (*) suy ra 2010.^^—— = ——— hay ĩijL - - 2010(—-—) 

U n + V U n U n + V U n u n+ l U n u n+ l 

+ ^ +.+ -^- = 2010(—-—) = 2010(1-—) 

U 2 U 2 U n +1 u \ U n+\ U n+\ 

Do đó lim(—+ —+.+ -^-) = lim 2010.(1——) 

U 2 U 2 U n+\ U n+l 

Giả sử (u n ) bị chặn ừên, khi đó dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn, giả sử limUn = a 
(Vì K n >l,Vw>l=>a>l). 

2 

Từ hệ thức truy hồi suy ra lim?/ , = lim( — + u) 
y y H +1 v 2010 nỉ 

a 1 

Hay a = + a => a = 0 (vô lý). Vậy (u n ) không bị chặn, tức là limw M = +00 

=> \\mu n+l = + 00 . Vây lim(—+ —+ + -^-) = 2010 

U 2 U 2 U n+\ 


Ví du 6: Cho dãy số (u n ) thõa mãn 


0 < u n < 1 


a) CM R dãy (u n ) là dãy số tăng 

b) Tính limu n 
Giải : 

a) Nhận xét rằng (u n ) là dãy bị chặn 

Hơn nữa ữ<u n <\^ì-u n >ữ và u n+l > 0, v« . Theo bất đẳng thức Cosi, ta có 


u„ +l +(l-u n )>2.y/ũ^(r^ũj>2.^=l,Vn=>u n+1 >u n ,Vn. Do đó (u„) là 
dãy số tăng 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
b) Từ câu a) và nhận xét ừên suy ra dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn. Giả sử 
limw n = a , thì a>0.Dođó lim[w w+1 (l - w n )] = limw n+1 .lim(l - u n ) = a{\ - à). 

Mặt khác từ giả thiết suy ra, lim \u n+ỉ {ì - w„)] > -^ => a(l - a) > -|j- 

<=>a 2 -a + 4<0<=>(a- 4) 2 < 0 <=> a = 4 

4 2 2 


Vậy limu n = 


4 

2 


Ví du 7 : Cho dãy số (u n ) xác định bởi 


u ì > 0 


a_s w (a>0) 
K + 1= 4(w„ + 3Vn>l 
2 


Tính limUn 


Giải: 

Nhận xét rằng (u n ) bị chặn duới bởi \[ã. 

Thật vậy, theo bất đẳng thức Cosi ta có u 2 = + —) > Vũ. 

2 u x 

Giả sử u k > Vã, VẢ; > 2, ta chứng minh U k+Ị > Vã 
Theo bất đắng thức Cosi và giả thiết quy nạp ta có 

u k+ ! = \{u k + —)> \u k .— = Vã. Do đó u n > Vã, Vu >2, nên (u n ) bị chặn 
2 \ u k 

duới bởi Vã 

Mặt khác, ta có ^2- = — + V —7 tnà > Vã, Vu > 2 => —- < — 

2 2w„ 2 m„ 2a 

Do đó ^2 = ^-+ —< ^-+ ^- = 1 => w n+1 < M n ,Vu > 1 nên (m„) là dãy giảm. 
u„ 2 2u, 2 2a 

Vậy dãy số ( u n ) có giới hạn hữu hạn. Giả sử lim u n = a, khi đó a > 0 
Từ hệ thức truy hồi suy ra 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 


Trang 18 




Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


limw B+1 = ỉim—(u n + —)=>a = —(a + —)=>a = y[ã (Do a> 0) 
2 u n 2 a 


Vậy limu n = Vã 


Ví dụ 8 : Cho dãy số ( u n ) xác định bởi 


u ữ > 0 


u n + x = 


1 +M„ 


,v« > 0 


. Tính limu n 


Giải : 

Nhận xét rằng u n > 0 với mọi n. Thật vậy, Uo > 0 và Ui = — > 0 

1 + u ữ 

Giả sử u k > 0 ,\/k =>u k+l = — > 0. Do đó < l,Vw (vì u n 2 > 0) 

1 + 11 k u n 1 + u ; 

=> u n+l <u n ,\/n=> (u n )là dãy số giảm và bị chặn dưới bởi 0 nên (u n ) có giới 
hạn hữu hạn. Đặt lim u n = a, khi đó từ hệ thức truy hồi suy ra 

limw B+1 = lim — — => a= 2 =>a 3 + a = a=>a = 0.Vậy limw w = 0 
1 + u n 1 + a 

, , \u x =ì 

Ví dụ 9 : Cho dãy sô (u n ) xác đinh bởi < . 

1 u n+l = 1 + u v u 2 ....u n ,\/n> 1 

n 1 

Đặt S n = 2^ — . Tính limSn 

k=\ u k 

Giải : 

Nhận xét: Dễ thấy u n > 1, > 1 u v u 2 u k _ l > 1 

Ta có u n+l -u n = l + u ì .u 2 . u n -u n >ì + u n -u n = 1>0=>M„ +1 >M B ,Vn>l, do 

đó {u n ) là dãy số tăng. Giả sử {u n ) là dãy bị chặn trên, khi đó dãy (u n ) có giới 
hạn hữu hạn, và ta đặt limw„ = a 

Ta có a = limw B+1 = lim(l + UyU 2 . u n _ v u n ) = 1 + lim(w 1 .M 2 . u n _ Ị )Ảimu n 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 
Vì lim {m v m 2 . M n _Q > 1 => a >1 + ỉ.a. Điều này vô lí. Vậy (u n ) không bị chặn 

trên tức là limw n = +00 


Mặt khác ta có, U k+Ị - 1 = M V M 2 . u k = u k (u ỉ .u 1 . ,M k _ị + \-X) = M k (u k - 1) 

=>——- = ——- = —— ,Vk>2 

U Ì,A - 1 u k {u k - ì) u k -l u k 

" 1 1 " 1 1 1 1 1 

*-* n — / , — — —I" / _ — — —I-— 2- 

k=l U k Mị k=2 M k Mị M 2 1 tl n+x ^ ^n+l 1 

Do đó limSn = lim (2-ỉ——) = 2 

7 / — 1 


* Bài tập tham khảo 

Bài 1: Cho dãy (M n ) thõa mãn các điều kiện 


<1 


1 


*C+i(l-w„)>^,Vn>l 


Tính limw„ 


(ĐS: limw w = ^) 


Bài 2: Cho dãy (u n ) xác định bởi 


M x > 0 

1,- ._ạ_. (Vớia>0) 

« B+ i = r(2« n + 3-),Vw>l 
3 M„ 


Tính limw 


(ĐS: lim M n -Ha) 

\ U 1 = 3 


Bài 3: Cho dãy (« H ) xác định bởi 


u n+x =ịu n 2 -u n +2yn>] 


Tính limỹ — 

”-* +a ‘ k=l u k 


(ĐS: 1) 


(Để thi chọn HSG Quốc gia khối 12 tỉnh Qnảng Bình năm 2009 - 2010) 

k= 2 


Bài 4: Cho dãy (u n ) xác định bởi 


_» 1 


M , =u„ ~u„ + l,Vu > 1 

L n +1 n n 5 


Tính lim y — (Đe thi HSG cấp tỉnh tỉnh Quàng Ngãi năm 2004 - 2005) 

w-»+oc 7/ 

£=1 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


Bài 5: Cho dãy (u n ) xác định bởi 


w . =- 

n +1 


u„ + 4 +u„ 

n n n 


Vw>l 


Chứng minh rằng dãy y n = lim V—- có giới hạn hừu hạn và tính giới hạn đó 

” w-M-« 1Ầ ^ 

k= 1 


(VMO 2009) (ĐS:limy n = 6) 


Bài 6: Cho dãy (u n ) xác định bởi 


Tính lim ỹ 11 k 


= <3 > 1 

w„ + i=w„ 2 ,Vn>l 


(Tạp chỉ THTT tháng 10/2010) ĐS: - 


u x = a>\ 

Bài 7: Cho dãy (u n ) xác định bởi <! u n 2 + u n -1 


,v« > 1 


« Ị 

Tính lim V— 4 —- (Tạp chí THTT thá 

„T+X (-iu. -\ ■ 

*=1 u k 1 


thúng 10/2010) 


Bài 8: Cho dãy ( u n ) xác định bởi 


u x = 2009 

M „+I =w „(x/*C +1 ) 2 ,Vh>1 


" 1 

Tính lim y — 1 =— 

*=1 \J u k + 1 

(Tạp chí THTT tháng 10/2010) (ĐS: lim y —— = , 

^ /t=i -\JUfc +1 V2009 


Bài 9: Cho dãy (w H ) xác định bởi 


ttj =2 

*C + 1 = ^K 2 +1),W>1 


Tính lim y—- (Tạp chí THTT thảng 10/2010) 

*= 1 M,c + 1 


GI ': Huỳnh Đoàn Thuần 
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Sáng kiến kinh nghiệm - Một số kĩ thuật tính giới hạn của dãy cho bởi hệ thức truy hồi 


k = 8 


Bài 10: Cho dãy (u n ) xác định bởi 


u n+l =-(u;-lu n+ 25),Vn>\ 


Tính lim V—ỉ— (Tạp chí THTT tháng 10/2010) 

*=1 u k - 2 


GV: Huỳnh Đoàn Thuần 
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PHẢN KÉT LUẬN 

Sáng kiến kinh nghiệm này là kết quả của một quá ừình tự tìm tòi, nghiên 
cứu, đúc kết và rút kinh nghiệm trong quá trình bồi duỡng học sinh giỏi cấp 
truờng và cấp tỉnh ở cả hai khối 11 và khối 12 trong năm học 2010 - 2011. 
Qua một năm triển khai thực hiện đề tài này, tôi thấy tính hiệu quả của đề tài 
rất cao, có thể áp dụng để dạy bồi duỡng học sinh giỏi dự thi cấp tỉnh cho 
những năm tiếp theo. Trong năm học tới, tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu và bổ sung 
để đề tài này đuợc hoàn thiện hơn, đáp ứng đuợc nhu cầu bồi duỡng cho học 
sinh để dự thi học sinh giỏi cấp tỉnh đạt kết quả. 

Tôi rất mong đuợc hội đồng chuyên môn Nhà truờng góp ý, bổ sung để 
đề tài này hoàn thiện hơn, và có thể triển khai áp dụng để dạy bồi duỡng học 
sinh giỏi cho những năm tiếp theo trong Nhà truờng đạt hiệu quả cao. 

Trong quá ừình biên soạn đề tài tôi đã có nhiều cố gắng, tuy nhiên cũng 
không ừánh khỏi những thiếu sót. Rất mong nhận đuợc sự góp ý chân thành 
của các thầy cô giáo đồng nghiệp và Hội đồng chuyên môn Nhà ừuờng để đề 
tài của tôi đuợc hoàn thiện hơn. Xin chân thành cảm ơn! 


Quảng Ngãi tháng 05 năm 2011. 
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Duyệt của Hội đồng chuyên môn nhà trường'. 


Duyệt của Hội đồng chuyên môn cấp trên'. 
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